Kurvendiskussion einer gebrochenrationalen Funktion

1 Aufgabenstellung

Gegeben ist die Funktion f. Ihr Schaubild sei die Kurve K. Untersuche K auf Symmetrie,
Asymptoten bzw. Niherungskurve, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Extrem-

und Wendepunkte. Zeichne K fiir f (z) = ﬁ, D = R\{2}

2 LoGsung

2.1 Symmetrie

Achsensymmetrie zur y-Achse: f () = f (—x)

Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung: f (z) = —f (—x)

o= st =gt { 0

’Es ist keine Symmetrie erkennbar. ‘

2.2 Asymptoten/Naherungskurve

Ist a eine Polstelle von f, dann ist die Gerade mit der Gleichung x = a eine
vertikale Asymptote.

Eine ganzrationale Funktion g nennt man Ndherungsfunktion zu f, wenn
lim, 400 (f () —g (:1:)) = 0. Das Schaubild von g bezeichnet man dann als
Ndherungskurve. Ist g eine lineare Funktion, dann ist die Ndherungskurve eine

horizontale oder schiefe Asymptote.

Die Stelle 2 ist Polstelle ohne Vorzeichenwechsel (VZW), da f (z) — 400 fir 2 — 2.
Damit ist die Gerade ’ g1 : x = 2 vertikale Asymptote‘ von K.

Vorbereitung der Polynomdivision: 4 (z — 2)2 = 42° — 162 + 16

3 2 . 2 1 122—16 __ 1 3x—4
(z° + 0z°+ Ox + 0): (42° — 162 + 16) = PEC U oy Al T N el s
— (2% — 42® + 4x)

4r* — 4z
— (42* — 16z + 16)
12z —16

Damit ist die Gerade | go : y = ix + 1 schiefe Asymptote |von K, da lim,_,4 ﬁ = 0.
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Kurvendiskussion einer gebrochenrationalen Funktion

2.3 Ableitungen

322.4(x—2)%—23.8(x—2 322 (z—2)—223 3 —6x2 z2(z—6
f(z) = (z=2) (z=2) _ 3z*(z—2) _ 23—622 _ z*(z—6)

16(z—2)* T 4(z—2)° T 4(z-2)° T 4(z—2)°
" _ (822-122)4(2—2)°— (2 —622)-12(2—2)>  (32°—122)(2-2)-3(2*—622) ¢,
J" (@) = o (16(13—2)6 o) - A(z—2)" T (@-2)!
" _ 6(z—2)"—6z-4(z—2)° _ 6(x—2)—24x _ —6(3z+2)
1" (@) = (=—2)° T @2 T @2

2.4 Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

f(z)=0& 23=0%4 2 =0= K schneidet die Koordinatenachsen in | N (0]0) |

2.5 Extrempunkte

NOTWENDIGE BEDINGUNG:

Die Funktion f sei in einer Umgebung U, differenzierbar. Dann gilt: x. ist
Extremstelle von f = f'(z.) =0

HINREICHENDE BEDINGUNG:

Die Funktion f sei in einer Umgebung U, zweimal differenzierbar. Dann gilt
f"(ze) < 0= H(z.|f (z.)) ist Hochpunkt von f

[’ (z.) > 0= T(ze|f (z.)) ist Tiefpunkt von f

ffx)=02>(—-6)=02=0Vr==6

1. Fall (x =0): f”(0) = 0 = keine Aussage moglich!
e = g0
f(6) = Z=3.375

(=

2. Fall (z = 6): = K besitzt den | Tiefpunkt T (6|2§7)

2.6 Wendepunkte

NOTWENDIGE BEDINGUNG:

Die Funktion f sei in einer Umgebung U, zweimal differenzierbar. Dann gilt:
z,, ist Wendestelle von f = f” (z,) =0

HINREICHENDE BEDINGUNG:

Die Funktion f sei in einer Umgebung U, dreimal differenzierbar. Dann gilt
J" (2) # 0= W (zy|f (z,) ) ist Wendepunkt von f.

SATTELPUNKT (Wendepunkt mit horizontaler Tangente):

[ (ww) = 0N f" (20) = 0N " () # 0

f"(z)=06r=0c2=0
f"(0) = 2 = 0,375 # 0 = | Sattelpunkt W (0]0)
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2.7 Schaubild
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