Die Vierfeldertafel und die bedingte Wahrscheinlichkeit &’

An einer Mathematikolympiade nehmen 100 Schiilerinnen und Schiiler (SuS) teil. 60 Teilnehmende haben sich in einer
Arbeitsgemeinschaft (AG) besonders intensiv vorbereitet. Das Ergebnis der Olympiade ist in folgender Vierfelder-
tafel' dargestellt:

Punktzahl < 10 | Punktzahl > 10 | Summe
SuS ohne AG (E) 30
SuS mit AG 55
Summe 100

Der Vierfeldertafel konnen wir beispielsweise entnehmen, dass 30 Schiilerinnen und Schiiler nicht an der AG teilge-
nommen haben und weniger als 10 Punkte bekommen haben.

p
fg Aufgabe 1

> Ergénze unter Verwendung der Angaben im Einleitungstext die fehlenden Werte!

.
Vs

4 Aufgabe 2
In der oberen Vierfeldertafel stehen absolute Hiufigkeiten. Erganze in der nachfolgenden Vierfeldertafel die
fehlenden relativen Haufigkeiten.

Punktzahl < 10 | Punktzahl > 10 | Summe
SuS ohne AG (E) % =0,3
SuS mit AG 2 =0,55
Summe 1

Die relativen H&ufigkeiten konnen wir hier auch als Wahrscheinlichkeiten interpretieren: Die Wahrscheinlichkeit,
dass von den 100 Personen eine zufillig ausgewdhlte Person nicht an der AG teilgenommen hat und weniger als 10
Punkte bekommen hat, betragt 30% (0,3).

Fir das Zeichnen eines Wahrscheinlichkeitsbaumes gibt es zwei Mdglichkeiten. Im ersten Baumdiagramm betrachten
wir zunachst das Merkmal ,,AG", dann das Merkmal ,,Punktzahl®

P(AGN<10) =2 -38 =30 =03

P(AG N >10) =

P(AG N <10) =

s 2
fg Aufgabe 3

Ergénze in dem Baumdiagramm die fehlen-

den Wahrscheinlichkeiten. Zeichne anschlie-

Rend ein zweites Baumdiagramm (mit den zu-

gehorigen Wahrscheinlichkeiten) hier daneben,

in dem zuerst das Merkmal ,Punktzahl* und

dann das Merkmal ,,AG" betrachtet wird.

Die Summenspalte und -zeile gehoren eigentlich nicht dazu sind aber sehr hilfreich.
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fﬁ Aufgabe 4

Vergleiche die Wahrscheinlichkeiten der beiden Baume auf der vorherigen Seite mit den relativen Haufigkeiten
der zweiten Vierfeldertafel (ebenfalls erste Seite). Wo finden sich welche Werte wieder?

Gegeben seien die folgenden zwei Ereignisse: A: , Der Schiiler? ist AG-Teilnehmer.“ und B:,Der Schiiler hat mindestens

10 Punkte erreicht.“ Aus der zweiten Vierfeldertafel bzw. den Baumdiagrammen kdnnen wir P(A) = % = 0,6 und
P(B) = 25 = 0,65 ablesen.

Betrachten wir einmal nur die AG-Teilnehmer: Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewdhlter
AG-Teilnehmer mindestens 10 Punkte hat? Hier wird eine bedingte Wahrscheinlichkeit gesucht! Die Bedingung
ist, dass der Schiiler AG-Teilnehmer ist. Folgende Schreibweisen sind dabei iiblich: Po(B) = P(B/A) = 32 ~ 0,92.
Gelesen: ,Die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung, dass A eingetreten ist, betragt 23 .“

60"
P4(B) =
fg Aufgabe 5 x(B)
Pp(A) =
> Bestimme folgende bedingte Wahrscheinlichkeiten:
Pg(A) =

Die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten P4(B) und P4(B) unterscheiden sich sehr stark voneinander. Daher
muss zwischen den Ereignissen A und B ein sehr enger Zusammenhang bestehen. Man sagt dazu, dass die Ereignisse
A und B stochastisch abhéingig sind.

Wiirde kein Zusammenhang bestehen, dann gibe es anteilig etwa genauso viele AG-Teilnehmer wie Nicht-Teilnehmer
mit mindestens 10 Punkten. Die relativen Haufigkeiten wiirden ungefihr iibereinstimmen. Bei stochastischer
Unabhingigkeit der Ereignisse A und B gilt: P4(B) ~ P;(B) =~ P(B). Das Eintreten des Ereignisses A bzw. A
beeinflusst also nicht das Eintreten des Ereignisses B!

g h
-@’-Hinweis
Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit bei zwei Ereignissen A und B mit P(A) # 0 und P(B) # 0 gilt:
P(ANB)=P(A)  Py(B)=P(B)-Pg(A)=P(BnA)
_ P(A) - P4(B) _ P(B)- Ps(4)
N

P
ﬁ Aufgabe 6

Aus einer Pressemitteilung: ,Jungen beenden in NRW ihre Schulzeit hdufiger ohne Hauptschulabschluss als
Madchen. Von den 105524 Schiilerinnen gingen 5441 ohne Schulabschluss ab. Bei den 108313 mé&nnlichen Schul-
abgangern waren es dagegen 9300.“

a) Trage die absoluten H&ufigkeiten in eine Vierfeldertafel ein.

b) Zeichne eine zweite Vierfeldertafel und trage dort die relativen H&aufigkeiten (gerundet auf 3 Nachkommas-
tellen) ein.

c) Zeichne die beiden zugehorigen Baumdiagramme mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.

d) Bestimme die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse W = ,Das Geschlecht ist weiblich.“ und
H = ,Der Schulabgénger hat einen Hauptschulabschluss.”: Py (H), Py (H), Pz (W) und Pg(W).

e) Sind die beiden Ereignisse stochastisch unabhéngig oder abhingig?

2 Aus Vereinfachungsgriinden wird im Folgenden nur die ménnliche Form verwendet.
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Die Vierfeldertafel und die bedingte Wahrscheinlichkeit

A9

<§ Losung
| Einfiihrungsbeispiel:

Punktzahl < 10 | Punktzahl > 10 | Summe

SuS ohne AG (AG) 30 10 40

SuS mit AG 5 55 60

Summe 35 65 100
Punktzahl < 10 | Punktzahl > 10 | Summe

SuS ohne AG (4G) 0,3 0,1 0,4

SuS mit AG 0,05 0,55 0,6

Summe 0,35 0,65 1

P(AGN<10) = ;2 - 20 = 30 =03

P(AGN>10) =% 2 =:2=0,1

P(AGN<10) = &% - & = 335 = 0,05

P(AGN>10) = 3% - 22 = 3% = 0,55

P(<I0NAG) =2 =3=03

P(<10N AG) = &% - 3 = 155 = 0,05

P(>10NAG) =5 2 =2 =0,

P(>10NAG) = &% - 32 = 35 = 0,55

Die Wahrscheinlichkeiten zur ersten Stufe im Baumdiagramm findet man in der Summenspalte bzw. -zeile wieder. Die
Wahrscheinlichkeiten am Ende der Pfade (also an den Blattern des Baumes) befinden sich innerhalb der Vierfeldertafel.
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sucht man in der Vierfeldertafel vergeblich! Hier hilft nur eine kleine Rechnung
(siehe Hinweis auf der zweiten Seite).

P;(B) =1 =025  Pg(A) =23 ~085

Pg(A) = = ~0,14

Vergleicht man beispielsweise P4 (B) & 0,92 mit P(B) =~ 0,65 stellt man fest, dass sich diese voneinander unterscheiden.
Selbstverstdndlich kann man auch andere Vergleiche heranziehen und kommt zu der gleichen Aussage: P4(B) ~ 0,25
und P4(B) = 0,92 unterscheiden sich ebenfalls. Folglich gibt es einen Zusammenhang zwischen dem Geschlecht

und dem Schulabschluss. Die Ereignisse A und B sind stochastisch abhiingig voneinander.
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Die Vierfeldertafel und die bedingte Wahrscheinlichkeit

A9

<§ Losung

| Aufgabe 6:
w w Summe
H | 100083 | 99013 | 199096
H | 5441 9300 14741
Summe | 105524 | 108313 | 213837
w w Summe
H | 0,468 | 0,463 | 0,931
H | 0,025 | 0,043 | 0,069
Summe | 0,493 | 0,507 1
100083

199096

_ 199096 | 100083 .,
P(HNW) = 313837 * 199006 ~ 0,468

199096
213837

99013
199096

A7) _ 199096 = 99013 .
P(H N W) — 213837 199096 "~ 0,463

14741
213837

7 _ 14741 5441

TT NTA7) — 14741 9300 ~
PHNW) = M4l 9300 ~ 0,043

100083
105524

_ 105524 100083 .
G P(WNH)= 213837 ~ Tos524 ~ 0,408
105524

5441
105524

7\ _ 105524 @ 5441
PWNH)= 213837 < 105524 ~ 0,025

99013
108313

213837

77 __ 108313 _ 99013 .,
@ P(W N H) — 213837 108313 " 0,463

7 ~ 7\ _ 108313 9300 .,
a P(W N H) — 213837 108313 " 0,043

Py (H) = 123982 ~ 0,948, Pyr(H) = 2213 ~ 0,914, Pg(W) = 139052 ~ 0,503 und Pg(W) = o5 ~ 0,369

108313 199096 14741
Vergleicht man beispielsweise Py (H) ~ 0,948 mit P(H) = 12309 ~ 0,931 stellt man fest, dass sich diese kaum von-

einander unterscheiden. Selbstverstéandlich kann man auch andere Vergleiche heranziehen und kommt zu der gleichen
Aussage: Py;(H) ~ 0,914 und Py (H) ~ 0,948 unterscheiden sich ebenfalls nur in geringem Mafle. Folglich gibt es
(fast) keinen Zusammenhang zwischen dem Geschlecht und dem Schulabschluss. Die Ereignisse H und W sind
(eher als) stochastisch unabhéngig voneinander (anzusehen).
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